FUNZIONI DI PIU’ VARIABILI
Esercizi proposti

1. Determinare il dominio delle seguenti funzioni e rappresentarlo graficamente :

(@) flry)=v1-2>-y [{(z,y) s 2? + 92 <1} ]
(b) flw.y)=[log =" (@) iy < —qo# —10e=—1y> 0} —{(z.y) 12> 0,y <0}]

(c) flx,y) =log(l —22)+log(l —4?) [{(z,y):—-1<zx<l,-1<y<1}]

(d) f(x,y):tan% [R* —{(z,y):y=knmz (k€ Z) Uz =0} ]

(e) f(z,y) = arcsin Y z

[{(z,9): (£ 20,y 2 0) U (x <0,y <0)} - {(0,0)} ]
() flz,y) = (*+y°)7" [R?—{(0,0)} ]

2. Determinare le linee di livello e I'immagine delle seguenti funzioni:

k— 2z

() fr.y) =20+ 3y ) o =", Im(f) =R
= z? 2 z,y) i v’ = m(f) = 00
() fle.) =2 + 4y {e9): s+ g = 1 ¥R 2 0 Im(f) = [0,420)]
© fla.y) =2y @)y ="y vk, Im(f) =R
I A _

21'2
(e) f(l',y):\/%;gﬁ [{(x,y)y:fk_—kz}VkZO,k#l, {((E,y).’EZO}kZI,Im(f):[O,+OO)]

3. Calcolare i seguenti limiti :

2

a im ——— [ non esiste b lim ——= [0
H(mhwmﬁ+ﬁ[ ] ()(mwmmﬁ+f[}
(c) (m,y%i—{rt(J,O) log /22 + y? [—o0] (d) (:c,y%i—>1n(070) ii—z [ non esiste |

4. Verificare che le seguenti funzioni sono continue sul loro dominio, e provare che possono essere prolungate per
continuitd su tutto R?

(a) f(z,y) log(a? + y?) (b) flz,y) ey — 1
a z,y) = xy log(z z,y) =
y) = xy log y V="
5. Calcolare il gradiente delle seguenti funzioni
Y —ycosz 1 y —y 1
@ fen =g ()] 0 sep =t (Gt )]
(C) f(x ) = ez/y 7yex/y e (d) f(ll? ) — gloge legZL’ logy logz—1145
I y .’152 I T 5 y - , y g

(427 2. (02) (1))

@ s = (1+1)



6. Determinare il gradiente ( se esiste ) delle seguenti funzioni nei punti indicati
(a) f(z,y) =+/|r—y| in (0,0) [non esiste ]

(b) f(z,y) = |sinz —siny|(z* +y*) in (0,0) [(0,0)]
(c) f(z,y) =(zy—x—y)le—y?| in(1,1) [(0,0)]

7. Studiare la continuita e la differenziabilita delle seguenti funzioni

(a) f(z,y) =+/|]x —y| [ continua, non differenziabile su {(z,y) : y =z} ]
(b) f(@,y) = |z +yl(a* +y?)

[ continua, non differenziabile su {(z,y) : y = —z, x # 0} ]
(¢) f(z,y) = |ylsin(z® +y?)

[ continua, non differenziabile su {(x,y) : y =0, x # 0} ].

8. Calcolare le derivate parziali prime e seconde, verificando la validita del teorema di Schwarz:
(a) flz,y) ="tV
82
[Vf(a:,y) = (2$612+y272y612+y2), a—;;(a:,y) = 269”2”2(1 +22%),
0% f

224y 0% f 0 f 22 4?
G o) =2 2, ) = g (o) = et

(b) f(z,y) = Vy — 227

—2z 1 >’ f —2y
Vf(fl;7y) — (\/y — 2x27 2\/y — sz)ﬂ W(m7y) - (y _ 2$2)3/27
Pf ] Of o O

Y2 4= 4(y —222)3/27  Qzdy Y

~ Oyox (@y) = (y — 2x2)3/2]
(c) flz,y) =log

Tty

B 1 1 >*f _ 1
[Vf(:v,y)(ﬁvary)’ 52"V = Gy
*f, .1 Of oy By 1
a—yQ(m,y) = Gt axay(m,y) = m(%y) = (z—l—y)z]

9. Determinare le derivate delle seguenti funzioni lungo le direzioni e nei punti assegnati

R — in (1,0) nella direzione ¥ = (2,1) [4]

2
(b) f(z,y) = e i (1,0) nella direzione del vettore ¥ = (1,1) { }

e

10. Determinare il piano tangente al grafico delle seguenti funzioni

(a) f(z,y) =22+ y? + 1 nel punto (0,1,2)
(b)

()

[z = 2y]

[z =2(z —y)]
22y? — 222 + 292 nel punto P(0,1,2)

= =
5 &

,y) = 22 — y? nel punto P(1,1,0)
y) =at - [z =4y — 2]

11. Determinare lo sviluppo di Taylor di secondo grado centrato nell’origine delle seguenti funzioni :

(a) flz,y) = 2* 4+ y* + xysin(zy)
(b) f(z,y) =log(1 + z*y?)
(¢) flz,y) =ye"

[f(z,y) =22 + ¥ + o(a® + ?)]
[f(z,y) = o(z* + ¢?)]
[f(@,y) =y +ay+o(z*+y?)]



12. Calcolare gli eventuali punti di massimo, minimo o sella delle seguenti funzioni:

(a) flz,y) =2+ 2zy — 4z + 8y

(b) flz,y) =" +y* -1y —2"+1)

(¢) flx,y) =223 — 6y + 3y>
(d) flz,y) =249y - (A +z+y)?

(e) flw,y) =a* —a?y® — 222 + 22

() f(x,y)=§+§—y

(8) f(xvy):l_’_+2_|_y2
2+ 2 1

M) f(ey) =g + gy

(i) flz,y)=v/—2>—y> —ay+3

G) flz,y) =22y +ay—2z+1

4408 42232
19 f(a.y) = e+t

[(—4,6) sella ]

[(0,—1),(1,0), (~1,0) selle ; (0,1/3) minimo ]

[(0,0) sella ; (1, 1) minimo |

[(=1/3,—1/3) massimo ; (—1,—1), (1,—1), (=1,1) selle ]

[(—1,0),(1,0) minimi ;
(070)7 (\/57 \/5)7 (_\/_7 _\/5)1 (\/_, _\/i), (_\/57 \/i) selle ]

[(—64, —8) sella |
[(—1,0) minimo ; (1,0) massimo ]

[(0,—1) minimo ; (2, —2), (—2, —2) selle ]

[(0,0) massimo ]
[(0,2) sella |

[(0,2), (—v/2,0)(v/2,0) selle ; (0,0), (v2,2), (—V2,2) massimi ]

0 flz,y,2) = zyz [ gli assi coordinati sono punti di sella |

13. Data la funzione z = 32*, si chiede di:

[{(z,y) :y >0} ]
(b) Scriverne la formula di Taylor nell’intorno del punto (1, 1), esplicitandone i termini fino al secondo ordine

(a) Determinarne il dominio.

compreso. [2— 21— 2y + 22y +y? + o(2? + y?) |
(¢) Trovarne i punti stazionari e stabilirne il tipo. [ (0,1) sella |
14. Data la funzione f(z,y) = —a® + 22 + y? — xy® + 42 — 4, cercarne i punti critici e caratterizzarli con la matrice

Hessiana. Calcolare inoltre la derivata direzionale di f nel punto di coordinate (1,1) e nella direzione del versore

= 5(1,-1).
[ (1,V/3), (1, —V3) selle , (% + @,0) massimo , (% - @’0) minimo , %(1,1) =V2]

15. Calcolare V f e V2f del campo scalare f(z,y,z) = (z? +y? + z2)_1/2

[VF=(22+32+22) " (0,9,2), VE2f=0]

16. Calcolare divergenza e rotore dei seguenti campi vettoriali :

(a) F(z,y,2) = (vy?, yz2, 2a?) [V -F=z2?+y?+22, VAF=2yz 222, 2zy) |

(b) F(x,y,z) = (xe®, ye®, ze¥) [V-F=¢"+eY+e*, VAF=(—eVz, —c*z, —€"y) ]

VAF =(0,0,0)]

(b) F(as,y,z):(:c,y,z) [V'F:37

x Y z
(22 + 32 + 22)3/27 (22 + y2 + 22)3/27 (22 + y2 + 22)3/2

(d) F(x,y,z)=< ) [V-F=0, VAF=(0,0,0)]



